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Résumé
For ertain real hypersurfaes in the projetive spae, of signature
(1, n), we study the lling problem for small deformations of the CR
struture (the other signatures being well understood). We harater-
ize the deformations whih are llable, and prove that they have in-
nite odimension in the set of all CR strutures. This result generalizes
the ases of the 3-sphere and of signature (1, 1) to higher dimension.
Un problème lassique d'analyse omplexe onsiste à savoir quand une variété
CR est le bord d'une variété omplexe. Conentrons nous sur la question, déjà
intéressante, des petites déformations. Plus préisément, soit N une variété
omplexe, telle que la forme de Levi du bord ∂N soit non dégénérée, nous
essayons de répondre aux deux problèmes suivants :
1. problème de remplissage : une déformation CR de ∂N est-elle le bord
d'une déformation omplexe de N ? dans l'armative, on dira que la
déformation de ∂N est remplissable ;
2. problème de stabilité : supposons que N soit un ouvert dans une variété
omplexe ompate V , est-e qu'une déformation remplissable de ∂N
est induite par une déformation de l'hypersurfae ∂N dans V ?
Répétons que dans et artile, nous ne regardons que les petites déformations,
don, par exemple dans le problème de remplissage, nous ne herhons que les
remplissages prohes de la variété initiale N ; ela laisse de té le problème
global de remplissage de ∂N par n'importe quelle variété omplexe à bord.
∗
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Deux belles appliations du théorème de Nash-Moser permettent de ré-
soudre les deux problèmes dans beauoup de as. En eet le premier problème
est résolu par le théorème suivant [Kir79℄.
Théorème (Kiremidjian). Si la forme de Levi de ∂N a 0 ou au moins 2
valeurs propres stritement positives, et si H2c (N, T
1,0
N ) = 0, alors toutes les
petites déformations de ∂N sont remplissables.
Le seond problème est résolu par le théorème suivant [Ham77℄.
Théorème (Hamilton). Si la forme de Levi de ∂N a 0 ou au moins 2
valeurs propres stritement négatives, et si H1(N, T 1,0N ) = 0, alors les dé-
formations omplexes de N sont induites par une déformation de ∂N dans
V .
Supposons que dans une variété omplexe ompate V on ait une hyper-
surfae réelle X , séparant V en deux moreaux, V = N ∪M et ∂N = ∂M =
X , alors les formes de Levi de N et M ont des signatures opposées, don
la ondition sur la forme de Levi de N dans le théorème de Kiremidjian est
équivalente à la ondition sur la forme de Levi de M dans le théorème de
Hamilton. Cela suggère que le problème de remplissage pour N pourrait être
lié au problème de stabilité pour M , e qui est le as, omme on le verra plus
loin.
Les deux théorèmes i-dessus laissent ouvert le as où la forme de Levi,
non dégénérée, a exatement une valeur propre positive ou négative. Dans
e papier, nous allons nous onentrer sur l'exemple le plus simple de ette
situation.
Exemple 0.1. L'hypersurfae réelle
X2n−1 = {|z1|
2 + |z2|
2 = |z3|
2 + · · ·+ |zn+1|
2} ⊂ P n (0.1)
est le bord des deux domaines omplexes de P n dénis par
Nn = {|z1|
2 + |z2|
2 < |z3|
2 + · · ·+ |zn+1|
2}, (0.2)
Mn = {|z1|
2 + |z2|
2 > |z3|
2 + · · ·+ |zn+1|
2}, (0.3)
dont les formes de Levi ont pour signatures respetives (1, n−2) et (n−2, 1).
Les théorèmes de Kiremidjian et Hamilton nous indiquent déjà qu'on a
toujours une réponse positive aux problèmes de remplissage de X2n−1 du
té de Mn pour n 6= 3 d'une part, de stabilité de X2n−1 du té de Nn pour
n > 3 d'autre part.
2
Pour n = 2, on a X = S3, ave N = B4, et la réponse au problème de
déformation est négative (il y a un espae de dimension innie d'obstrution),
tandis que la réponse au problème de stabilité de N est positive, voir les
travaux [BE90, Eps92, Lem92, Bla94℄.
Pour n = 3, don en signature (1,1), j'ai montré [Biq02℄ que les réponses
aux problèmes de déformation et de stabilité sont toujours négatives (et à
haque fois, l'obstrution est de dimension innie).
Le but de ette note est d'étendre es résultats au as des X2n−1 en
dimension supérieure (n > 3). Avant d'énoner les résultats, observons qu'on
a une ation de erle sur X2n−1 donnée par (ζ ∈ S1)
[z1 : · · · : zn+1] −→ [ζz1 : ζz2 : z3 : · · · : zn+1],
qui s'étend en une ation du disque ∆ sur Nn. Cette ation de S1 permet
de déomposer les tenseurs sur X en séries de Fourier, et en partiulier les
déformations CR de X , qui sont paramétrées par des (0,1)-formes sur X à
valeurs dans T 1,0X .
Théorème 0.2. Pour tous les n > 2, la réponse au problème de remplissage
de X2n−1 omme bord de Nn est négative, et l'espae d'obstrution est de
dimension innie. En outre, une petite déformation CR de X est remplissable
si et seulement si ses oeients de Fourier stritement négatifs s'annulent
(modulo les ontatomorphismes de X).
Plus préisément, on peut trouver une jauge par rapport à l'ation des
ontatomorphismes de X telle que la struture CR soit remplissable si et
seulement si ses oeients de Fourier stritement négatifs s'annulent dans
ette jauge. L'espae des obstrutions est expliitement alulé dans le lemme
2.5. En dimensions 3 et 5, le théorème est bien sûr déjà onnu, omme men-
tionné plus haut.
Corollaire 0.3. Pour tous les n > 2, la réponse au problème de stabilité de
Mn ⊂ P n est négative, et l'espae d'obstrution est de dimension innie. En
outre, pour n 6= 3, une petite déformation CR de X2n−1 est remplissable du
té de Nn si et seulement si son remplissage du té de Mn est stable.
Là enore, la situation en dimensions 3 et 5 était déjà onnue. À noter
qu'en dimension 5, il est de plus montré dans [Biq02℄ que les struture CR
obtenues par déformation de X dans P 3 sont de odimension innie dans
l'espae des strutures CR remplissables d'un té.
Enn, nous nous ontentons ii d'étudier la série d'exemples (0.1), mais
il semble plausible que les phénomènes observés dans le théorème 0.2 et
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le orollaire 0.3 restent valables en général sur les variétés CR de signature
(1, n−2), ave éventuellement des obstrutions supplémentaires de dimension
nie.
La méthode utilisée s'appuie fortement sur mon artile [Biq02℄ ; en eet,
bien qu'il soit onsaré à la dimension 5, ertains résultats y sont démontrés
en dimension quelonque. En partiulier, la paramétrisation du groupe des
ontatomorphismes y est réalisée, et démontrée la néessité que les oe-
ients de Fourier soient positifs pour avoir un remplissage. Pour obtenir le
as de la dimension supérieure, il faut obtenir une bonne paramétrisation
des strutures CR (setion 1), et aluler l'ation du groupe des ontato-
morphismes (setion 2) ; ela est réalisé ii par des tehniques diérentes de
elles de [Biq02℄, s'étendant plus failement en dimension plus grande.
1 La variété des strutures CR sur X
Considérons l'hypersurfae X de P n dénie dans l'exemple 0.1. Remar-
quons que la projetion [z1 : · · · : zk+1] → ([z1 : z2], [z3 : · · · : zn+1]) permet
de voir X omme l'espae total du bré en erles O(−1, 1) au-dessus de
P 1 × P n−2.
Intégrabilité
Nous noterons H ⊂ TX la distribution de ontat induite par la struture
CR. Puisqu'une déformation de la struture de ontat reste équivalente à
H , on peut supposer qu'une déformation CR de X préserve H , et est don
paramétrée par un tenseur φ ∈ Ω0,1X ⊗ T
1,0
X , de sorte que l'espae T
0,1
de la
nouvelle struture omplexe soit onstitué des
h+ φh, h ∈ T
0,1
X .
Dans e as, la nouvelle struture omplexe est intégrable à ondition que
∂φ+
1
2
[φ, φ] = 0, (1.1)
où ∂ est l'opérateur naturel du bré holomorphe T ′X = TCX/T 0,1X sur X ,
et le rohet [φ, φ] ∈ Ω0,2X ⊗ T
1,0
X est déni par
[φ, ψ]h,k = [φh, ψk]− φ[h,ψk]0,1 − φ[k,ψh]0,1 −
(
[ψh, φk]− ψ[h,φk]0,1 − ψ[k,φh]0,1
)
.
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Rappelons à présent que le hoix d'une forme de ontat η, et don d'un
hamp de Reeb R, permet de dénir une onnexion privilégiée sur X , la
onnexion de Webster ; pour h ∈ H , la torsion TR,h ∈ H et h → TR,h est
anti-C-linéaire, don dénit un élément TR,· ∈ Ω
0,1
X ⊗ T
1,0
X . On peut aussi
déomposer
T ′X = CR⊕ T 1,0X , ∂ =
(
∂ ♭
TR,· ∂H
)
,
où l'opérateur ♭ : H → H∗ est déni par
♭h = hydη;
on remarquera que ♭ envoie T 1,0X sur Ω
0,1
X , et on peut l'étendre par produit
extérieur en un opérateur
♭ : Ω0,iX ⊗ T
1,0
X → Ω
0,i+1
X .
Dans le as partiulier de X , la struture de bré en erles au-dessus
de P 1 × P n−2 permet un hoix priviliégié de forme de ontat η, à savoir la
forme de onnexion du bré O(−1, 1), de sorte que le veteur de Reeb soit
l'ation innitésimale de S1 sur X . Dans e as, dη provient de la base du
bré, plus préisément d(iη) est la ourbure de O(−1, 1), de sorte qu'on a
l'égalité
−dη = F = −ωP 1 + ωPn−2 ,
où ωPn est la forme de Fubini-Study de P
n
. De plus, la torsion de Webster
s'annule, et l'opérateur ∂ du bré T ′X se réduit à
∂ =
(
∂ ♭
0 ∂H
)
. (1.2)
Par onséquent, la ondition d'intégrabilité (1.1) sur φ ∈ Ω0,1X ⊗ T
1,0
X s'érit
∂Hφ+
1
2
[φ, φ] = 0, ♭φ = 0. (1.3)
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Déformations
Nous voulons montrer que l'espae des φ satisfaisant ette ondition d'in-
tégrabilité est une variété de dimension innie. Pour ela, nous avons besoin
d'un peu d'analyse. Soit H ℓ l'espae de Folland-Stein des fontions sur X
ayant ℓ dérivées horizontales dans L2. Dans tout l'artile, on hoisira ℓ su-
isamment grand de sorte que H ℓ ⊂ C0 au moins, de sorte que H ℓ soit une
algèbre, voir [Biq02, lemme 5.1℄.
Nous dénissons alors l'espae
J ℓ = {φ ∈ H ℓ(Ω0,1X ⊗ T
1,0
X ), ∂φ+
1
2
[φ, φ] = 0}.
Pour étudier J ℓ, nous devons faire une théorie de déformation des strutures
CR de X .
Remarquons que pour φ ∈ Ω0,·X ⊗ T
1,0
X , on a
∂(φydη) = (∂φ)ydη. (1.4)
D'autre part, si φ, ψ ∈ Ω0,·X ⊗T
1,0
X sont dans le noyau de ♭, 'est-à-dire vérient
φydη = ψydη = 0,
alors, d'après (1.2), ∂φ et ∂ψ sont aussi éléments de Ω0,·X ⊗T
1,0
X , de même que
[∂φ, ψ] et [φ, ∂ψ] ; à présent
∂[φ, ψ] = [∂φ, ψ] + (−1)deg φ[φ, ∂ψ] ∈ Ω0,·X ⊗ T
1,0
X ,
don
[φ, ψ]ydη = 0. (1.5)
Il résulte de (1.4) et (1.5) que
C · = (ker ♭, ∂H) ⊂ Ω
0,·
X ⊗ T
1,0
X (1.6)
est une algèbre diérentielle graduée ; ette algèbre gouverne les déformations
de strutures CR sur X , nous allons don pouvoir lui appliquer la théorie
lassique de déformation pour étudier J ℓ.
Tout d'abord, nous avons besoin du alul de ertains groupes de oho-
mologie, voir par exemple [OSS80, I.1℄.
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Lemme 1.1. Pour 0 < q < n et tout k, on a
Hq(P n,O(k)) = Hq(P n, TPn(k)) = 0,
à la seule exeption de Hn−1(P n, TPn(−n− 1)) = C.
Enn, on a H0(P 1,O(k)) = H1(P 1,O(−k − 2)) = 0 si k < 0.
Remarquons que, puisque X est de signature (1, n− 2), l'opérateur ∂ sur
X est hypoelliptique, sauf en degrés 1 et n− 2. Ainsi l'espae H2(C ·) est de
dimension nie, sauf pour n = 4 (en dimension 7). Plus préisément, on a le
résultat suivant.
Lemme 1.2. En dimension 2n− 1 6= 7, on a H2(C ·) = 0.
Démonstration. Les opérateurs ∂ et ♭ ommutent à l'ation de S1, don on
peut se ontenter de regarder le problème en déomposant sous l'ation de
S1. Soit don ψ ∈ Ω0,2X ⊗ T
1,0
X tel que ∂Hψ = 0 et ♭ψ = 0, dans l'espae de
poids k pour l'ation de S1. Cela signie, en appelant t la setion tautologique
du bré O(−1, 1) sur X , que ψ ⊗ t−k desend en une setion sur P 1 × P n−2
du bré Ω0,2⊗T 1,0⊗O(k,−k). Le problème se réduit don, étant donnée sur
P 1 × P n−2 une setion ψ de Ω0,2 ⊗ T 1,0 ⊗O(k,−k) satisfaisant
∂ψ = 0, ψyF = 0, (1.7)
à trouver une setion φ de Ω0,1 ⊗ T 1,0 ⊗ O(k,−k) satisfaisant
∂φ = ψ, φyF = 0. (1.8)
Or, pour tout entier k, on a d'après le lemme 1.1 les égalités
H2(P 1 × P n−2, T 1,0
P 1
⊗O(k,−k))
=
⊕
i=0,1
H i(P 1,O(2 + k))⊗H2−i(P n−2,O(−k)) = 0, (1.9)
H2(P 1 × P n−2, T 1,0
Pn−2
⊗O(k,−k))
=
⊕
i=0,1
H i(P 1,O(k))⊗H2−i(P n−2, TPn−2(−k)) = 0, (1.10)
sauf dans le as où n− 2 = 3 où on obtient, puisque H2(P 3, TP 3(−4)) 6= 0,
H2(P 1 × P 3, T 1,0
P 1×P 3
⊗ O(4,−4)) = H0(P 1,O(4))H2(P 3, TP 3(−4)). (1.11)
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Dans l'immédiat, ontentons-nous du as n > 5, don il existe φ telle
que ∂φ = ψ. Reste à modier éventuellement φ de sorte de vérier aussi la
seonde ondition dans (1.8). Observons que, par (1.7),
∂(φyF ) = (∂φ)yF = 0.
CommeH2(P 1×P n−2,O(k,−k)) = 0 pour n−2 > 1, on en déduit l'existene
d'une (0, 1)-forme α, à valeurs dans O(k,−k), telle que ∂α = φyF . Il est alors
immédiat que φ− ∂α satisfait les onditions (1.8).
Finalement, examinons plus préisément le as n = 5, où on semble avoir
l'espae de ohomologie non nul (1.11). Observons tout d'abord que l'appli-
ation
yF : H2(P 3, TP 3(−4))→ H
3(P 3, TP 3(−4))
est manifestement un isomorphisme, entre deux espaes tous deux égaux à
C. Par onséquent, l'appliation ψ → ψyF dénit un isomorphisme
H2(P 1 × P 3, T 1,0
P 1×P 3
⊗O(4,−4)) → H3(P 1 × P 3,O(4,−4))
= H0(P 1,O(4))H3(P 3, TP 3(−4)).
À présent, onsidérons une forme ψ omme dans (1.7), on déduit que la ondi-
tion ψyF = 0 impose l'annulation de l'image de ψ dans H2(P 1×P 2, T 1,0
P 1×P 3
⊗
O(4,−4)), e qui ahève la démonstration du lemme.
Le résultat essentiel de ette setion est le suivant.
Lemme 1.3. L'espae J ℓ est une sous-variété hilbertienne de H ℓ(Ω0,1X ⊗
T 1,0X ), d'espae tangent en 0 donné par les φ˙ ∈ H
ℓ(Ω0,1X ⊗T
1,0
X ) tels que ∂φ˙ = 0
('est-à-dire ∂H φ˙ = 0 et ♭φ˙ = 0). De plus, il existe une arte
Φ : T0J
ℓ → J ℓ
telle que Φ(φ˙) soit à oeients de Fourier positifs si et seulement si φ˙ est à
oeients de Fourier positifs.
Démonstration. Nous faisons le as de la dimension 2n− 1 6= 7, le as de la
dimension 7 est plus tehnique et fera l'objet de la setion 4.
À partir du lemme 1.2, la démonstration est lassique. Choisissons un
inverse à droite P de l'opérateur ∂H : H
ℓ(C 1) → ker ∂H ⊂ H
ℓ−1(C 2),
8
on peut hoisir P ommutant à l'ation de S1. Étant donné φ˙ satisfaisant
∂H φ˙ = 0 et ♭φ˙ = 0, nous onstruisons
Φ(φ˙) = φ1 + φ2 + · · · , φ1 = φ˙, φi = −P
1
2
∑
16j6i−1
[φj , φi−j].
Il est important d'érire ette formule, ar omme onséquene nous voyons
que si φ˙ n'a que des oeients de Fourier positifs ou nuls, alors il en est de
même pour Φ(φ˙).
Réiproquement, à partir de φ ∈ J ℓ, on obtient φ˙ par le hoix
φ˙ = φ+ P
1
2
[φ, φ].
Là enore, φ˙ n'a que des oeients de Fourier positifs s'il en était de même
pour φ.
2 Remplissage
Ii nous rappelons ertains résultats de [Biq02℄, valables en toute dimen-
sion, puis nous les appliquons à notre situation.
Habituellement, en théorie de la déformation, l'espae C 0 est onstitué
des équivalenes innitésimales de la situation. Dans la théorie dérite dans
la setion préédente, un élément de C 0 est une setion de ker ♭ ⊂ T 1,0, don
en réalité C 0 = 0 et il n'y en a pas.
Ation des ontatomorphismes
Bien entendu, il existe un groupe de jauge agissant sur les strutures CR,
à savoir les ontatomorphismes de X . Rappelons que, d'après [Bla94℄ en
dimension 3, et [Biq02, théorème 5.5℄ en dimension supérieure, il existe un
groupe G ℓ+1 de ontatomorphismes de régularité H ℓ+1, paramétré près de
l'origine par les fontions réelles de régularité H ℓ+2. Innitésimalement, une
fontion réelle f orrespond au ontatomorphisme innitésimal
fR− ♯df, (2.1)
où ♯ : H∗ → H est déni par (♯α)ydη = α, 'est-à-dire ♯ = ♭−1. Le groupe
G ℓ+1 agit de manière lisse sur J ℓ et l'ation innitésimale à l'origine est
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donnée par
f → ∂H♯∂f. (2.2)
Via la arte Φ dénie par le lemme 1.3, on peut voir G ℓ+1 omme agissant
plutt sur T0J
ℓ
, par
(α, φ˙) ∈ G ℓ+1 × T0J
ℓ −→ Φ−1αΦ(φ˙).
L'ation innitésimale orrespondante demeure donnée par l'opérateur ∂H♯∂,
dont l'image est fermée pare que l'opérateur ∂ est hypoelliptique en degré
0 sur les variétés de signature (1, n− 2). Cela implique aussitt le orollaire
suivant [Biq02, setion 6℄.
Lemme 2.1. Supposons xé un supplémentaire W de l'image de H ℓ+2(R)
par l'opérateur ∂H♯∂ dans T0J
ℓ
, invariant sous l'ation des automorphismes
CR de X. Alors pour tout φ˙ ∈ T0J
ℓ
prohe de 0, il existe un ontatomor-
phisme α, prohe de l'identité, tel que Φ−1αΦ(φ˙) ∈ W ; de plus α est unique
modulo les automorphismes CR de X.
Condition de remplissage
Rappelons que notre hypersurfae réelle X = ∂N de P n est le bré en
erles O(−1, 1) sur P 1×P n−2. Cependant, N dière légèrement du bré en
disques O(−1, 1) : d'après la formule (0.2), elui-i n'est autre que l'élate-
ment N˜ de N le long de
P n−2 = {[0 : 0 : z3 : · · · : zn+1]} ⊂ N. (2.3)
Rappelons également que le bré Ω0,1X ⊗ T
1,0
X provient du bré Ω
0,1⊗ T 1,0
sur la base P 1 × P n−2 du bré en erles, e qui permet de déomposer
le tenseur φ ∈ J ℓ dénissant une struture CR suivant ses oeients de
Fourier selon l'ation de S1.
Dans ette situation, on a le résultat suivant [Biq02, théorème 4.1 et
orollaire 4.2℄.
Théorème. Soit D → Z un bré holomorphe en disques, tel que la forme de
Levi du bord X = ∂D soit non dégénérée. Alors, pour une struture CR in-
tégrable sur X, prohe de la struture standard, les deux propriétés suivantes
sont équivalentes :
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1. il existe un ontatomorphisme de X qui envoie la struture CR sur
une struture dont les oeients de Fourier stritement négatifs s'an-
nulent ;
2. la struture CR est le bord d'une déformation omplexe de D dont la
setion nulle Z demeure une sous-variété omplexe.
L'appliation dans notre situation donne la onséquene suivante.
Corollaire 2.2. Une struture CR sur X = ∂N , prohe de la struture
standard, est remplissable dans N si et seulement s'il existe un ontato-
morphisme qui envoie la struture CR sur une struture dont les oeients
de Fourier stritement négatifs s'annulent.
Démonstration. Le théorème préédent dit que la ondition sur les oe-
ients de Fourier est la ondition pour pouvoir remplir la struture CR dans
N˜ , de sorte que la setion nulle P 1 × P n−2 demeure omplexe. Il reste à
montrer que ela est équivalent à pouvoir remplir la struture CR dans N .
Si la struture est remplissable omme une déformation de N , alors le
P n−2 ⊂ N donné par (2.3), de bré normal O(1), persiste dans la déforma-
tion, et on obtient une déformation de N˜ en élatant N le long de P n−2.
Réiproquement, si une struture CR est le bord d'une déformation de
N˜ pour laquelle la setion nulle P 1×P n−2 reste omplexe, alors la struture
omplexe de P 1 × P n−2 reste la même puisque les déformations omplexes
de P 1 × P n−2 sont triviales, et le bré normal O(−1, 1) de P 1 × P n−2 ne
peut pas non plus hanger ; ela signie que l'on peut ontrater les P 1 dans
P 1× P n−2 pour obtenir nalement une déformation omplexe de N , dont la
struture CR donnée est le bord.
Autrement dit, pour savoir si une struture CR est remplissable, il faut faire
agir un ontatomorphisme de sorte de tuer les oeients de Fourier négat-
ifs. Compte tenu du lemme 2.1, il sut de regarder ette question au niveau
innitésimal, sur l'image de l'opérateur ∂H♯∂. Étant donnée une struture
CR innitésimale, on herhe don une fontion dont les oeients négatifs
tuent eux de la struture CR, les oeients positifs étant xés par la on-
dition que la fontion doit être réelle. Cette idée aboutit au orollaire suivant
[Biq02, lemme 6.4℄. Notons π− la projetion sur les oeients de Fourier
négatifs ou nuls.
Lemme 2.3. Choisissons omme supplémentaire de l'image de H ℓ+2(R) par
∂H♯∂ l'espae
W = (Im ∂H♯∂π−)
⊥,
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alors une struture CR intégrable φ = Φ(φ˙) ∈ J ℓ, prohe de 0, est rempliss-
able si et seulement si dans la jauge Φ−1αΦ(φ˙) ∈ W onstruite par le lemme
2.1, les oeients de Fourier stritement négatifs s'annulent.
Calul des obstrutions
Le lemme 2.3 n'est utile que si l'on sait déterminer l'image de l'opérateur
∂H♯∂. Il sut de regarder e qui se passe dans haque espae de poids k sous
l'ation de S1.
Commençons par remarquer que l'on peut dénir un omplexe étendu C˜
en remplaçant l'espae trivial C 0 du omplexe (1.6) par un espae non trivial
C˜ 0 = {υ ∈ H ℓ+1(T 1,0X ), (∂Hυ)yF = 0}. (2.4)
La ondition sur υ est équivalente à ∂(υyF ) = 0, et des exemples de tels υ
sont fournis omme ♯∂f , où f est une fontion omplexe ; omme υyF est
une (0,1)-forme, il y a beauoup d'autres υ, puisque l'opérateur ∂ n'est pas
hypoelliptique en e degré.
Lemme 2.4. En poids k 6 0, le H1 du omplexe étendu C˜ s'identie à
H1(P 1 × P n−2, T 1,0
P 1×Pn−2
⊗O(k,−k)) =
H1(P 1, T 1,0
P 1
(k))H0(P n−2,O(−k))⊕H1(P 1,O(k))H0(P n−2, T 1,0
Pn−2
(−k)).
Démonstration. On a lairement une appliation injetive
H1(C˜ ) → H1(P 1 × P n−2, T 1,0
P 1×Pn−2
⊗O(k,−k)).
Réiproquement, il faut vérier que tout élément du seond espae de oho-
mologie provient bien de C˜ : nous le faisons pour les deux moreaux érits
dans l'énoné du lemme.
Le premier moreau est le plus simple : un élément dans
H1(P 1, T 1,0
P 1
(k))H0(P n−2,O(−k))
peut être représenté par une setion de Ω0,1
P 1
⊗ T 1,0
P 1
⊗ O(k,−k), qui est dans
le noyau de ♭.
Le seond moreau est plus ompliqué : un élément dans
H1(P 1,O(k))H0(P n−2, T 1,0
Pn−2
(−k))
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est représenté par une setion φ ∈ Ω0,1
P 1
⊗ T 1,0
Pn−2
⊗ O(k,−k), holomorphe le
long de P n−2 ; on remplae φ par φ + ∂υ, où υ ∈ T 1,0
P 1
⊗ O(k,−k) satisfait
l'équation
∂υyF = −φyF.
Cette équation s'érit enore ∂(υyF ) = −φyF , où υyF ∈ Ω0,1
P 1
⊗ O(k,−k)
et φyF ∈ Ω0,1
P 1
⊗ Ω0,1
Pn−2
⊗ O(k,−k), et l'existene de la solution provient de
l'annulation H1(P n−2,O(−k)) = 0.
À présent, nous pouvons aluler le supplémentaire W du lemme 2.3. Fixons
un poids k 6 0 de l'ation de S1, soit φ ∈ T0J
ℓ
en poids k, nous herhons
une setion f de O(k,−k) telle que φ = ∂H♯∂f . La première obstrution est
évidemment
[φ] = 0 ∈ H1(C˜ );
si ela est le as, il existe υ ∈ C˜ 0 tel que ∂Hυ = φ. Observons que
H0(P 1 × P n−2, T 1,0 ⊗ O(k,−k)) = H0(P 1, T 1,0
P 1
(k))H0(P n−2,O(−k)) (2.5)
est trivial, sauf en degrés k = 0, −1 ou −2. Par onséquent, υ est unique,
sauf en degrés 0, −1 ou −2 où l'ambiguïté est mesurée par (2.5).
Maintenant, ♭υ est une (0,1)-forme satisfaisant d'après (1.4)
∂♭υ = ♭∂υ = ♭φ = 0,
et nous herhons f telle que ∂f = υ. Observons que l'espae de ohomologie
orrespondant,
H1(P 1 × P n−2,O(k,−k)) = H1(P 1,O(k))H0(P n−2,O(−k)),
est non trivial en général, don il y a une seonde obstrution. Pour k = 0 ou
−1, ette obstrution s'annule. Pour k = −2, l'obstrution orrespond exate-
ment à la liberté (2.5) pour υ, don il n'y a pas d'obstrution supplémentaire.
En revanhe, pour k < −2, ompte tenu de l'uniité de υ, l'obstrution orre-
spondante pour φ est l'espae (∂P 1♯H
1(P 1,O(k)))H0(P n−2,O(−k)), où ette
notation signie qu'un sous-espae représentant H1(P 1,O(k)) a été hoisi.
Nous résumons la disussion préédente dans le résultat suivant.
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Lemme 2.5. Pour k 6 0, l'orthogonal de l'image de ∂H♯∂ en poids k s'i-
dentie à
Wk = H
1(P 1,O(k))H0(P n−2, T 1,0
Pn−2
(−k))
⊕
(
H1(P 1, T 1,0
P 1
(k))⊕ ∂P 1♯H
1(P 1,O(k))
)
H0(P n−2,O(−k)).
Dans e lemme il faut noter que pour k = −1 et −2, on a
∂P 1♯H
1(P 1,O(k)) = 0.
Puisque Wk 6= 0 pour tout k < −1, on déduit nalement de e alul le
théorème 0.2.
Remarque 2.6. Par le théorème de Kiremidjian (voir l'introdution), une pe-
tite déformation de X est toujours remplissable de l'autre té, 'est-à-dire
du té de M déni par (0.3). La méthode utilisée dans et artile permet de
donner une autre démonstration de e fait, plus simple que elle de Kiremid-
jian qui utilise le théorème de Nash-Moser. En eet, un alul similaire à
elui de la démonstration préédente montre que si n > 3, alorsWk = 0 pour
k > 0, si bien qu'une struture CR sur X , prohe de la struture standard,
peut toujours être ramenée par un ontatomorphisme à une struture dont
les oeients de Fourier positifs s'annulent, don remplissable du té de
M .
Remarque 2.7. Le as des oeients invariants sous S1 (k = 0) est un peu
partiulier, puisque la ondition que la fontion f qui paramètre un on-
tatomorphisme soit réelle donne une restrition sur f en poids 0. Comme
on va le voir dans la setion 3, les fontions f omplexes représentent les
déformations de X dans P n, et le fait que W0 = 0 indique que les stru-
tures CR S1-invariantes sur X sont obtenues par déformation (également
S1-invariante) de X dans P n.
3 Stabilité
Aspets formels
Ii nous ne donnons pas tous les détails, ar nous démontrerons le résultat
0.3 par une autre méthode.
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On peut obtenir d'autres strutures CR sur X , en déformant l'hypersur-
fae réelle X dans P n. Si on a une appliation F : X → P n, on en déduit sur
X une nouvelle struture CR. Si on s'intéresse seulement aux petites déforma-
tions de la sous-variété initialeX , alors la struture de ontat sous-jaente à
la struture CR demeure équivalente à la struture de ontat initiale, via un
diéomorphisme α de X . Par onséquent, quitte à remplaer F par F ◦α, on
peut se limiter à regarder les appliations F : X → P n telles que la struture
CR induite sur X onserve la même struture de ontat sous-jaente. Cette
ondition sur F s'érit
IdxF (Hx) ⊂ dxF (Hx), (3.1)
où I est la struture omplexe de V .
Introduisons l'élément ηc = η + iIη de Ω1,0V |X = (T
′X)∗. Un alul sans
diulté montre qu'innitésimalement, la ondition (3.1) devient, pour F˙
setion de TP n|X et h ∈ H ,
ηc(I∂hF˙ ) = 0.
Érivant F˙ 1,0 = fR + h, ette ondition se rérit
∂f + hydη = 0.
On observe don qu'innitésimalement, les appliations F satisfaisant la on-
dition (3.1) sont données par les
f − ♯∂f, (3.2)
où f est une fontion omplexe sur X .
Comparant (3.2) à (2.1), il est lair que l'espae des appliations innitési-
males satisfaisant (3.1) est une omplexiation de l'espae des ontatomor-
phismes innitésimaux ; de plus il est faile de vérier que l'ation innitési-
male de f − ♯∂f sur la struture CR est
f → ∂H♯∂f,
soit la omplexiation de l'ation (2.2).
Pour résumer, l'ation des déformations de X dans P n, préservant la
struture de ontat de X , sur les strutures CR de X , apparaît omme om-
plexiation de l'ation des ontatomorphismes. Cette remarque est utile,
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mais elle demeure à un niveau formel : en eet, pour la rendre rigoureuse,
il faut onstruire une paramétrisation des appliations de régularité H ℓ+1
satisfaisant (3.1) par des fontions de régularité H ℓ+2, e qui semble di-
ile quand l'opérateur ∂ n'est pas hypoelliptique en degré 1. Comme on-
séquene d'une telle onstrution, on aurait une démonstration plus simple
du théorème de Hamilton.
Poursuivant e point de vue formel, on voit que, de manière analogue au
lemme 2.3, une struture CR Φ(φ˙) sur X provient d'une déformation de X
dans P n si φ˙ est dans l'image de H ℓ+2(C) par l'opérateur ∂H♯∂. En poids
k < 0, ela signie que la struture CR est remplissable du té de N ; en
poids k > 0, ela signie que la struture CR est remplissable de l'autre té,
voir la remarque 2.6 ; pour le poids k = 0, voir la remarque 2.7.
Une struture CR sur X , prohe de la struture standard, et stable (au
sens donné dans l'introdution), est évidemment remplissable des deux tés.
La réiproque est vraie, ar si on a un remplissage des deux tés, alors en
reollant le long de X , on obtient une variété omplexe ompate qui est
une déformation de P n, don exatement P n. Cette observation aboutit à la
démonstration suivante.
Démonstration du orollaire 0.3
Supposons donnée sur X2n−1 (n > 3) une struture CR intégrable, prohe
de la struture standard. Par le théorème de Kiremidjian (ou la remarque
2.6), X est toujours remplissable du té de M .
Supposons e remplissage stable, 'est-à-dire induit par une déformation
de X dans P n. Alors il est lair que X est aussi remplissable du té de N .
Réiproquement, supposonsX remplissable du té deN . Par le théorème
de Hamilton, e remplissage est induit par une déformation de X dans P n,
don il y a stabilité pour le remplissage de X du té de M aussi.
Il en résulte que le remplissage de X du té de M est stable si et seule-
ment si X est remplissable du té de N , 'est-à-dire vérie les onditions
du théorème 0.2. En partiulier les obstrutions sont les mêmes que pour e
problème, don données par le lemme 2.5.
Remarque 3.1. Dans [CL92℄, Catlin et Lempert onstruisent des exemples
X2k−1 de variétés CR, stritement pseudoonvexes, plongées dans P n (n >
k), dont les déformations CR ne sont pas induites par une déformation du
plongement. Il est possible d'analyser e problème en termes similaires aux
déformations qui apparaissent dans ette setionl'absene de déformation
16
du plongement provient alors d'une obstrution ohomologique expliite.
4 Le as de la dimension 7
En dimension 7, la démonstration du lemme 1.3 est ompliquée par le fait
que le H2 du omplexe C est non nul, et même de dimension innie ar ∂
n'est pas hypoelliptique en degré 2. On explique ii omment remédier à e
problème.
Fixons don 2n − 1 = 7. Comme pour k > 0, k 6= 3, on a par le lemme
1.1
H1(P 1 × P 2, T 1,0 ⊗ O(k,−k)) = 0,
on déduit, omme dans le lemme 2.4, qu'en un poids k > 0, k 6= 3, la
ohomologie H1(C˜ ) s'annule. Pour k = 3, on a
H1(P 1 × P 2, T 1,0 ⊗O(3,−3)) = H0(P 1,O(3))H1(P 2, T 1,0P 2(−3)),
mais par le même raisonnement tenu pour traiter (1.11), on montre que
malgré tout la ohomologie H1(C˜ ) s'annule enore. Il en résulte nalement
que H1(C˜ ) est onentré sur les poids k < 0.
D'un autre té, en reprenant les formules (1.9) et (1.10), on voit que
pour k 6 0
H2(P 1 × P 2, T 1,0 ⊗ O(k,−k)) = 0,
don au ontraire H2(C˜ ) est onentré sur les poids k > 0.
En partiulier, on voit que l'image du rohet H1(C˜ )H1(C˜ ) → H2(C˜ )
est onentré en degrés négatifs, don ne peut être que nulle dans H2(C˜ ) :
Lemme 4.1. L'appliation
H1(C˜ )H1(C˜ )→ H2(C˜ )
induite par le rohet est identiquement nulle.
À partir de là, il est assez faile de déduire le lemme 1.3. En eet, tout
élément de T0J
ℓ
peut être représenté par
φ˙+ ∂υ,
17
où φ˙ est un représentant à oeients de Fourier négatifs de la lasse induite
dans H1(C˜ ), et υ ∈ C˜ 0. Pour φ˙ seul, le proédé de génération de Φ(φ˙),
omme dans la démonstration du lemme 1.3, par
Φ(φ˙) = φ1 + φ2 + · · · , φ1 = φ˙, φi = −P
1
2
∑
16j6i−1
[φj , φi−j],
fontionne, puisqu'on reste ave des oeients de Fourier négatifs, alors que
H2 est onentré en poids positifs. Par des arguments généraux, ela signie
que la résolution pour φ˙+ ∂υ est également possible.
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